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Credibility Models
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The paper presents the mathematical theory of some credibility models, involving
complicated properties of conditional expectations and conditional covariance. The fact that
is based on complicated mathematics will give more insight and understanding of the theo-
retical aspects and will point the way to the practical possibilities of the credibility models.
Key words: the risk premium, the credibility calculations.

Secgiunea 1. dezbate din punct de vedere
teoretic modelul de credibilitate original
al lui Biihlmann, relevandu-i importanta pen-
tru rezultatele viitoare privind credibilitatea
in asigurarile non-viata.

Sectiunea 2. a articolului constituie una din-
tre extensiile (generalizarile) modelului ori-
ginal al lui Bithlmann, prin introducerea es-
del.

Tema abordata de sectiunea 3. vizeazd, de
asemenea, o extensie (generalizare) a mode-
lului original al lui Bithlmann, prin prezenta-
rea asa-numitului model de credibilitate care
incorporeazd volumul riscului,in sensul ca
permite variatia volumului riscului din mode-
lul Biihlmann.

Sectiunea 1

Modelul ce face obiectul acestei sectiuni are
drept principal scop estimarea primei nete de
risc a unui contract (a unei polite) de asigura-
re non-viatd, daca parametrul de risc al sdu
(al ei) este #. Subliniem faptul ca 6 este
asimilat cu o variabild aleatoare reald ce des-
crie caracteristicile riscului X luat in consi-
derare pentru contractul respectiv, iar X cu o
variabild aleatoare nenegativa. Estimatorul ce
urmeaza a fi folosit in scopul mai sus-
mentionat l-am definit ca estimator liniar si
neomogen, optim in sensul metodei celor mai
mici patrate (m.c.m.m.p.) si l-am numit esti-
mator liniar §i neomogen de credibilitate pen-
tru prima neta de risc a contractului de asigu-
rare non-viatd implicat de acest model.
Pentru a ilustra cele spuse, fie:

X =(X,,X,,...X,) vectorul (1x¢) aleator

al observatiilor efectuate pe durata a t(z 2)
ani asupra contractului respectiv. Presupu-
nem: 0 < Var(Xr)<oo,‘v’r=E.

Prima neta de risc a contractului de parame-
tru @ am reprezentat-o printr-o functie ,u()
depinzand de parametrul € al contractului
considerat, dar independenta de timp (de anul
r al observatiei, r=1,). Deci 1(0) este
prima neta de risc a contractului de parame-
tru 6.

Estimatorul liniar si neomogen de credibilita-
te al lui ,u(é’) bazat pe X " (adica pe observa-
tiile efectuate pe durata celor t(Z 2) ani asu-

pra contractului implicat in modelul pe care-1
analizam acum, adicd asupra contractului de

parametru ), notat y(@) este asa dupd am

afirmat ceva mai devreme, o functie de X'
(adica de variabilele aleatoare observabile ale
contractului de parametru #) liniard i neo-
mogena, ceea ce inseamna ca este de forma
unei combinatii liniare §i neomogene a tutu-
ror variabilelor observabile ale respectivului
contract, deci de forma:

A

/Ll(e): aO +2arXr’

r=1
a.l. s minimizeze eroarea medie patratica a
aproximarii lui /1(0) prin toate functiile

g(x ' ), liniare i neomogene de forma:
t
g(i ): Co +ZC’,XV
r=1
In concluzie, estimatorul liniar si neomogen

de credibilitate al lui w(6), adica wu(8)
(functia liniara si neomogena a tuturor obser-
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vatiilor efectuate asupra contractului de pa-

!
rametru 0)=a, + Za,,X . este, prin defini-

r=1

tie, solutia problemei de minim:
Min M
€0Cp

¢ 2
|:1u(0)_ CO - zchr:|
r=1,t r=l

In cele ce urmeazi, prezint solutia (rezulta-
tul) liniar si neomogen de credibilitate, pe ca-
re am obtinut-o in cadrul modelului abordat
in studiul de fata. In prealabil, realizez o des-
criere din punct de vedere. probabilistic a
acestui model: contractul implicat de modelul
original al lui Bithlmann l-am reprezentat din
punct de vedere probabilistic sub forma vec-
torului aleator bidimensional de componente
O A X', unde: prima componentd a vectoru-
lui, adica @ este parametrul de risc aleator
neobservabil ce caracterizeaza riscul din con-
tractul considerat, iar a doua componenta a
vectorului, adici X = (XI,XZ,...,X[) este
vectorul (1x¢) aleator al observatiilor efectu-
ate pe durata a #(>2) ani asupra contractului

respectiv (X indica observatiile efectuate
asupra politei pe durata a t(z 2) ani; X, re-
prezintd inregistrarea din anul r pentru con-
tractul considerat; de reguld semnificatia lui
X, este aceea de marimea solicitarilor (cifra
pretentiilor) de despagubire din anul » pen-
tru contractul respectiv, r= E ; am presupus
ca dispunem de inregistrarile solicitarilor de
despagubire pe durata t(Z 2) ani pentru con-
tractul de parametru ).

Prin urmare, contractul considerat l-am iden-
tificat cu perechea (cuplul, v.a.b.) de compo-
nente OAX , ale caror semnificatii le-am

precizat anterior.
Ipotezele de lucru introduse de Biihlmann
sunt urmatoarele:
(1) pentru @ dat, v.a. observabile (observatii-

le anuale) X, ,r = I,_t sunt i.i.d.;
(2) 0<Var(X,)<o0,Vr=1,;
3) M(Xr | 6’) = ,u(6’), Vr = E (prima neta de

risc este definitd ca media conditionatd de &
a observatiilor anuale efectuate asupra aces-

tui contract si este notata printr-o functie z(-)
depinzand de ¢, dar independenta de
r,r= 1, (adica de timp); am putut reprezen-
ta media v.a.conditionate (X r| 6),r =1, prin
aceeasi de functie u(-) depinzand de 6, dar
independenta de r,r = I,_t (adica de timp), in-
trucat aceste v.a.conditionate sunt i.d.);

4) Var(X, |6’)n10'2(6’), Vr=1¢ (am putut
reprezenta varianta observatiilor anuale con-
ditionate (X , |t9),r =1,z prin aceeasi functie
o?(-) depinzand de @, dar independenti de

r,r =1,t (adica de timp sau de anul observa-
tiei), intrucat aceste v.a. conditionate sunt
i.d.);

(%) Cov(Xr,Xq | 6?): 0,Vr,q =1t,r< q (co-

varianta dintre observatiile anuale conditio-
nate efectuate asupra contractului € in ani
diferiti  este  nuld, 1Intrucdt  aceste
v.a.conditionate sunt independente, cu alte
cuvinte, observatiile conditionate efectuate
asupra contractului de parametru € 1n ani di-
feriti nu sunt corelate).

Observatie:

Pentru contractul considerat rezultd urmatoa-
rea matrice de covariante a observatiilor (ris-

curilor) conditionate din anii r =1 si anu-
me: Cov@' |¢9): 1"2(9)

Pe baza presupunerilor (1)-(5) formulate de
Biithlmann si a parametrilor de structura no-
tati cu m,s”,a si definiti de actuar dupi cum

urmeaza:

m=M(X,)=M[u(0)]

s’=M [62(9)]

a=Var|u(6)]
am obtinut folosind metoda celor mai mici
patrate, rezultatul liniar si neomogen de cre-
dibilitate, in spetd prima liniard $i neomogena
de credibilitate, pe care-I ilustrez in continua-
re: ,,Estimatorul liniar si neomogen de credi-
bilitate al primei nete de risc ,u(@) pentru

contractul de parametru €, bazat pe X ' (adi-
ca pe observatiile (inregistrarile) individuale
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efectuate asupra contractului considerat),

deci 1(6) este dat de relatia:

,21(6?) —zX + (1-z)m,
_ t
unde: X = %z X, este media aritmeticd a
r=l1

inregistrarilor individuale pentru respectivul
contract, ce indica estimatorul individual

pentru (@), iar z = at /(s2 +at> este facto-

rul de credibilitate pentru contractul de para-
metru &, ce indicd de cata credibilitate se
bucura acestea”.

Subliniez ca, in acest caz, prima liniara si ne-
omogend de credibilitate a contractului con-

siderat, adici () se poate calcula dupa
formula prezentatd mai Tnainte, numai daca
parametrii continuti de ea si anume m,s’,a
sunt cunoscuti, ceea ce revine la a presupune
ca variabila aleatoare € (variabila de structu-
ra) si (X , |¢9),r =1,¢ (observatiile anuale
conditionate sau riscurile anuale conditiona-
te) au repartitii cunoscute.

In continuare prezentim drept cazuri speciale
din perspectiva atit a calculului estimatorului
liniar si neomogen de credibilitate pentru

,u(@) (adica a calculului lui ,11(9)), cat si a

formei rezultante a acestuia exemplele:
1) Gama pentru @ cu Poisson de parametru

6 pentru (X, | 9),r =1,¢;

2) Beta pentru € cu Bernoulli standard de
parametru € pentru (X ,| 0),r =1t;

3) Gama pentru € cu exponential-negativa
de parametru € pentru (X , |¢9),r =1,;

4) HGN(,UO,O'g), cu
(X,]10)e N(@,O'z),r =1,z.

Insa din nefericire, in general nu stam atéat de
bine la capitolul calculelor de credibilitate

implicate de acest model particular. Pentru
multe alegeri ale repartitillor v.a. 6 si

(X,]0),r =1,¢, calculul estimatorului liniar
si neomogen de credibilitate pentru ,u(l9),

adica a lui (@) este dificil, iar formula sa
rezultanta nu este o formula liniara, care sa-i

satisfaca pe clientii S.A., datoritd proprietati-
lor atractive pe care forma liniara le poseda.

Sfera de aplicabilitate a formulei lui (@) fi-

ind restransa (ea vizeaza cu precadere cazuri-
le speciale redate la 1)-4)), se ridica o pro-
blema in ceea ce priveste calculul d.p.d.v.

practic al lui y(@) dupd formula prezentata.
Problema cu care se confrunta in practica de

zi cu zi calculul Tui (@), rezida in aceea ci
repartitiile v.a. 6 si (X, |80),r =1,¢ sunt in
general necunoscute, ceea ce face ca parame-
trii m,s’>,a continuti de ea (de formuld) si
fie necunoscuti si deci sd necesite a fi esti-

mati (in acest sens se trece la modelul clasic
Biithlmann, a se v. [1].).

Sectiunea 2

lul original al lui Bithlmann constituie una
dintre extensiile acestui model, in sensul ca
riscul pe care-1 implica polita de asigurare
non-viatd nu ramane in general acelasi (con-
stant, stabil) 1n timp, ceea ce inseamnad ca
pentru fiecare an i(> 1) exista un alt parame-
tru de risc @, continand caracteristicile de
risc ale politei din anul 7.

Notatie: 0=10, }121 , cu
6, #60,#..#60 #..(cu @ s-anotat sirul pa-
rametrilor de risc anuali diferiti (adica ce di-
ferd de la an la an) ai contractului).

Pe baza presupunerilor (1)-(4) ale acestui
model, prezentate mai jos i anume:

(1) pentru @ dat, v.a. (observatiile anuale)
X,,i=1 sunt independente (conditional)
[(X ; |(9i)/\(X ; |¢9j) sunt independente, daca
i,jzl,cui=#j];

(2) 0<Var(Xi)<oo,i21;

3) M(Xi |6?i):y(6?i ),iZl (prima netd de
risc a contractului din anul 1, deci a contrac-
tului de parametru 6, este definitd ca media

observatiilor (riscurilor) conditionate din acel
an 1), unde ,u() este o functie cu valori reale,

depinzand de 6,, oricare ar fi i > 1);
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4) Cov[,u(ﬁl. ), ,u(Q]. )]= p"‘”“}t, Vi,j=1, cu
0<p<lsi A>0 (va. u(Hi)/\u(Hj) sunt
corelate, 1ar corelatia intre primele nete din
ani diferiti (din anii i A j, cu i # j) descreste
odatd cu cresterea distantei temporale (in
timp)), precum si a parametrilor structurali
definiti dupd cum urmeaza:
p=M(x,)=Mu0)}i>1;
o=MVar(X,0,)}i>1;

o

A= Var[,u(@i )],i >1,
am obtinut, folosind metoda celor mai mici
patrate si proceduri de tip recursiv, rezultate-
le liniare si neomogene de credibilitate, in
spetd primele liniare si neomogene de credi-
bilitate ale contractului de asigurare non-
viatd, din anii i, cu i >1, pe care le ilustrez
in continuare:
»Estimatorul liniar i neomogen de credibili-
tate pentru prima neta de risc x(6,,,) a con-

din (t+1),
X =(X,,X,,..X,), (deci a observatiilor

efectuate pe durata a #(>2) ani), cu 7>1,

tractului anul bazat pe

A

adica u(6..,) este:

A t

,u(ﬁm):a,o+2a,/_)(j,t21, cu
Jj=1

0<a,<a,<..<a, <1, iar estimatorul

primei nete de risc x(6,) a contractului din

2

anul 1, adica u(6,) este: 1(6,)=u”.
Observatie:

Modelul original de credibilitate al lui
Biihlmann se obtine din modelul de estimare
recursiva a  credibilitatii atunci  cand
0 =6,vix1.

Sectiunea 3

Modelul prezentat de aceastd sectiune apare
ca o alta extensie (generalizare) a modelului
original al lui Biihlmann, in sensul ca permite
variatia volumului riscului din modelul abor-
dat in cadrul sectiunii 1., prin Incorporarea
volumului riscului de acolo. Afirmatia ,,vo-
lumul riscului nu ramane constant in timp”,
trebuie inteleasa astfel: ,.# riscurilor din fie-

care an de valabilitate a contractului nu este
acelasi, ci variaza de la an la an, depinde de
anul luat in consideratie”.

Notatii: P, =(# riscurilor din anul j), j =1,;

Y,,r=1,P, sunt sumele pretinse (solicitate)

jr?

pentru cele P, riscuri din anul j,;j =E;
t

S, = ZYJ, = (suma totald pretinsa (solicita-
r=1

td) pentru respectivul contract in anul j),
i =1,_t; X, =S§,/P, = (raportul pierderilor

din anul j), j=1z; X =(X,,X,,..X,)=
(vectorul aleator al pierderilor anuale unita-
re).

Pe baza presupunerilor (1)-(3) ale acestui
model prezentate mai jos $i anume:

Y, r=1P,j=1t

jr?

(1) pentru & dat, v.a.
sunt 1.1.d., ceea ce implica faptul ca pentru &
dat, observatiile, adicd pierderile anuale uni-
tare X sunti.id.;

(2) M(Xj |49): y(@),j =1,z (prima netd a

contractului de parametru € se defineste ca
media pierderilor anuale unitare conditiona-
te);

3) var(v, |6)=s*0)r=1,P,j=1 (am
putut reprezenta varianta pretentiilor conditi-
onate (Yj, | 6),r =1,P,,j=Lt prin aceeasi
functie sz(-) depinzand de € , dar indepen-
dentd de j,j= Lz (de an, de timp), Intrucat
aceste v.a. conditionate sunt
iid)=Var(X,|0)=s*(0)/P,j=11 (ipo-
teza care este fard dar si poate cea mai rezo-

nabild, daca tinem seama de semnificatia lui
P,), precum si a parametrilor de structurd de-

finiti de actuarii Bithlmann-Straub, dupd cum
urmeaza:

p=M(X,)=MuO)}j=11;

o=Mls(0))

A= Var[,u(@)],
am obtinut, folosind metoda celor mai mici
patrate rezultatul liniar i neomogen de cre-
dibilitate, in spetd prima liniara $i neomoge-
nd, pe care o ilustrez in continuare: ,,Estima-
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torul liniar si neomogen de credibilitate al
primei nete de risc (@) pentru contractul
considerat, bazat pe pierderile anuale unitare
inregistrate in decursul a #(> 2) ani, adicd pe

X =(x,.X,,..X,), deci ,21(6?) este dat de
relatia: ;1(9)—L}t +L,u,

- unde:
P+K P+K

t

P= ZP/ = (totalul riscurilor din cei #(>2)
j=1

ani de observatie efectuati asupra contractu-

- I ) . .
lui), X, = ;ZPJX ; =(media aritmetica
j=1

ponderata a pierderilor anuale unitare, ponde-
rile in suma fiind numerele: P,/ P, j =1,1).
Observatii:

1) Estimatorul primei nete de risc a contrac-
tului din modelul prezentat se poate calcula
cu usurintd, intrucat formula sa rezultanta es-
te o forma liniara si neomogena in X, (esti-

matorul individual pentru y(&)) si u (esti-
matorul colectiv pentru y(@) ).

2) Modelul original al lui Bithlmann se obti-
ne din modelul care incorporeaza volumul
riscului, pentru P, =1, Vj >1.

Concluzii

Articolul prezinta teoria matematica a unor
modele de credibilitate, implicand proprietati
complicate ale valorilor medii conditionate si
ale covariantelor conditionate. Faptul ca se
bazeaza pe matematici complicate, va condu-
ce la o aprofundare si la 0 mai buna intelege-
re a aspectelor teoretice si va deschide calea

e eyt

credibilitate.
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